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Рассматривается многолинейная система с маркированным марковским
входным потоком, фазовым обслуживанием, повторными вызовами и зарезер-
вированными приборами. Интенсивность повторных вызовов линейно зависит
от числа вызовов на орбите. Найдено достаточное условие существования ста-
ционарного распределения. 
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ОПИСАНИЕ  СИСТЕМЫ 

Рассматривается многолинейная система массового обслуживания, имеющая
RN + приборов. 
Поток вызовов, входящий в систему, является маркированным марковским 

входным потоком (Marked Markovian Arrival Process, ММАР, введен в [1]). Прибыти-
ем вызовов в ММАР-потоке управляет неприводимая цепь Маркова (ЦМ) 0, ≥ν tt , с 
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непрерывным временем и с пространством состояний { }0,1, ,W . ММАР-поток за-

дается матрицами KlDD l ,1,,0 = . 

Предположим, что в систему поступают вызовы двух типов, 2=K . Если в сис-
тему поступает вызов первого типа и застает хотя бы один прибор свободным, то вы-
зов занимает его и после обслуживания покидает систему. Если же все RN +  прибо-
ров заняты, то вызов уходит из системы навсегда. Если в систему поступает вызов 
второго типа и застает менее N  приборов занятыми, то вызов занимает один из при-
боров и после обслуживания покидает систему. Если же хотя бы N  приборов заняты, 
то с вероятностью p  вызов направляется в некоторую виртуальную динамическую 
область, называемую орбитой, и пытается получить обслуживание позже, и с допол-
нительной вероятностью ( )p−1  уходит из системы. Каждый вызов, находящийся на 
орбите, совершает повторные попытки попасть на обслуживание через интервалы 
времени, имеющие экспоненциально распределенную длину с параметром 0, >αα , 
независимо от других вызовов. Если в момент повтора по крайней мере N  приборов 
заняты, то с вероятностью q  вызов возвращается на орбиту и с дополнительной ве-
роятностью ( )q−1  уходит из системы. 

Время обслуживания вызова типа l  имеет распределение фазового типа (Phase-
type, РН-type [2]) с неприводимым представлением ( ) ( )( ), , 1, 2.l lS lβ =  Процессом об-
служивания управляет ЦМ ( ) 0, ≥η tl

t , с непрерывным временем и с пространством 
состояний { } 2,1,1,,,1 =+ lMM ll . 

 
ЦЕПЬ  МАРКОВА  С  НЕПРЕРЫВНЫМ  ВРЕМЕНЕМ 

 
Введем следующие обозначения: 

0, ≥tit , – число вызовов второго типа на орбите в момент времени t , 0≥ti ; 

0, ≥tnt , – число занятых приборов в момент времени t , RNnt += ,0 ; 

0, ≥tjt , – число занятых приборов вызовами первого типа в момент времени t , 

Nnnj ttt ,0,,0 == ,  и RNNnnNnj tttt ++=−= ,1,, ; 

0, ≥ν tt , – состояние управляющего процесса ММАР-потока в момент времени 

t , Wt ,0=ν ; 
( )( ) 0,
1

≥η th t
t , – число приборов, обслуживающих вызов первого типа на ( )1

tη -й фа-
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( )( ) 0,
2

≥η tg t
t , – число приборов, обслуживающих вызов второго типа на ( )2

tη -й 

фазе, в момент времени t , 
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Под состоянием системы в момент времени 0, ≥tt , будем понимать вектор 
( ) ( ) ( ) ( )( )21 ,,,,,,,,, 11 M

tt
M

tttttt gghhvjni  , 0≥t . 

Рассмотрим процесс 0, ≥ζ tt , описывающий изменение состояний системы, 
( ) ( ) ( ) ( ){ }21 ,,,,,,,,, 11 M

tt
M

ttttttt gghhvjni =ζ , 0≥t . 
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Обозначим через Q  инфинитезимальный генератор (ИГ) процесса 0, ≥ζ tt . 

Упорядочим состояния процесса 0, ≥ζ tt , в лексикографическом порядке воз-

растания компонент ( )tttt vjni ,,,  и убывания компонент ( ) ( )( )1,,1 M
tt hh  , ( ) ( )( )2,,1 M

tt gg  . 

Такой способ упорядочивания позволит нам использовать далее результаты работ 

[3, 4]. 
Обозначим стационарное распределение процесса 0, ≥ζ tt , через  
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Условие существования пределов приведено ниже и предполагается далее вы-

полненным. 

Введем векторы ip  стационарных вероятностей ( )
21

,,,,,,,,, 11 MM gghhjnip ν , 

соответствующие наличию i  вызовов на орбите, 0≥i . 

Обозначим также ( )0 1= , , , ,i p p p p . Вектор p  удовлетворяет следующей 

системе уравнений: =Q 0p , =1ep , где 0  – вектор-строка, состоящая из нулей, e  – 

вектор-столбец, состоящий из единиц. 
Лемма. ИГ Q  процесса 0, ≥ζ tt , имеет блочную структуру 
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ненулевые блоки ИГ Q  определяются следующим образом: 
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где размерность блока с индексами nn ′,  равна ( ) ( )WK n WK n′⋅ , 1+= WW , 
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где O  – нулевая матрица, размерность которой ясна из контекста; jI  – единичная 

матрица размерности j ; ⊗  – операция Кронекерова произведения матриц; ⊕  – опе-

рация Кронекеровой суммы матриц; ( )( ) 2,1,,0,, =+=Δ lRNnSn l , – диагональная 
матрица, такая, что 0e =Q . 

Детальное описание матриц ( )( )lSnA , , RNn += ,0 , ( )( )l
nRN SL

~
−+ , RNn += ,1 , 

( )( )l
nP β , 1,0 −+= RNn , 2,1=l , и алгоритмы их вычисления могут быть найдены в 

работах [3, 4]. 
Доказательство леммы выполняется путем анализа всевозможных переходов 

процесса 0, ≥ζ tt , за бесконечно малый интервал времени. 
 

СТАЦИОНАРНОЕ  РАСПРЕДЕЛЕНИЕ  ЦЕПИ  МАРКОВА. 
УСЛОВИЕ  СТАЦИОНАРНОСТИ 

 

Определим условие существования стационарного распределения ЦМ 0, ≥ζ tt . 

Очевидно, что ЦМ ,0,ζ ≥tt  описывающая поведение системы, принадлежит к 

классу асимптотически квазитеплицевых цепей Маркова (АКТЦМ) c непрерывным 
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временем. Доказательство этого факта следует из определения АКТЦМ с непрерыв-
ным временем, приведенного в [5], и вида ИГ. Поэтому для установления условия
существования стационарного распределения и вычисления вектора p стационарных
вероятностей может быть применен аппарат АКТЦМ с непрерывным временем. 

Имеет место следующая теорема. 
Теорема. Стационарное распределение ЦМ 0, ≥ζ tt , существует, если 1<q . 
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